Exercices corriges 

Theoreme de Rolle, accroissements finis 



1 Enonces 



Exercice 1 Demonstration du theoreme des accroissements finis. 

Soit /: [a,b] — > R, continue sur [a, 6], derivable sur ]a,b[. En appliquant le theoreme de Rolle a la fonction 
F : [a, b] — > R definie par 



FW 






montrer qu’il existe c £ ]a, b[ tel que 



f'(c) 



m - /( q ) 

b — a 



Exercice 2 Soit P la fonction polynomial definie par P(x) = 3a; 4 — 11a; 3 + 12a; 2 — 4a; + 2. Montrer que P' 
s’annule au moins une fois sur ]0, 1[. 



Exercice 3 Soit / : R — > R la fonction definie par 



sin x + cos x 
m = l + crf* ■ 

Montrer que, pour tout a £ R , f s’annule au moins une fois sur l’intervalle ]a, a + 27 t[. 

Exercice 4 Soient f,g: [a, b] — > R, continues sur [a, b], derivables sur }a,b[. On suppose que /(a) ^ f(b) et 
g(a) ^ g{b). Montrer qu’il existe c £ ]a, b[ tel que 

f(c) g\c) 

f{a)~f{b ) g(a)-g(b)’ 

On considerera pour cela la fonction F definie sur [a, b] par F( x) = [/(a) — /(&)] g(x) — [g(a) — g(b)] f(x). 

Exercice 5 Soient p et q deux reels et n un entier naturel superieur ou egal a 2. Montrer que la fonction 
polynomiale P definie par P(x) = x n + px + q admet au plus trois racines reelles si n est impair et au plus deux 
racines reelles si n est pair. 



Exercice 6 En appliquant le theoreme des accroissements finis a la fonction Arctg, montrer que 

Vi > 0, Arctg t > 1 

1 + V 

Exercice 7 Soit /: R* — > R la fonction definie par f(x) = exp(l/x). Montrer que, pour tout x > 0, il existe 
c £ ]x, x + 1[ tel que 

f{x) - f(x + 1) = ^ exp . 

Determiner 

lim x 2 I exp I — ) — exp [ ) ) . 

x^oo y \x J \x + 1 J J 
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Exercice 8 Soit /: [a,b] — >• R+, continue sur [a, b], derivable sur ]a, b[. En utilisant la fonction g := 
montrer qu’il existe c £ ]a, b[ tel que 



m 

/(a) 



= exp 



' f'(c) 

./(c) 



(6 -a) 



In/, 



Exercice 9 Soit P la fonction polynomiale reelle definie par 



P(x) = do + aiX + ■ ■ ■ + a n x n . 



On suppose que les coefficients de P satisfont la relation 

, , , & n 

a 0 



= 0. 



2 n 1 

En considerant une primitive de P, montrer que P admet au moins une racine dans l’intervalle ]0, 1[. 
Exercice 10 (a) A l’aide du theoreme des accroissements finis, montrer que 

Vx > 0, — - — < ln(x + 1) — In x < — . 

x + 1 x 



(b) En deduire que les fonctions / et g definies sur R?j_ par 



/(x) = 1 + - et g{x) = 1 + - 



1\ 



x-\-l 



V 



sont monotones. 

(c) Determiner les limites en l’infini de In / et In g , puis de / et g. 

Exercice 11 Demonstration de la formule de Leibniz. 

Montrer que, si / et g sont deux fonctions N fois derivables (ou N £ N*), alors fg est au moins N fois derivable 
et, pour tout n < N, 

n 

(fg) in) = Y, c kf {k) 9 (n ~ k) - 

k= 1 

Exercice 12 En utilisant la formule de Leibniz, calculer la derivee d’ordre n de la fonction / definie sur 
par /(x) = x 2 In x. 



2 Solutions 



Solution de l’exercice 1. La fonction F est continue sur [a, b) et derivable sur )a,b[, de derivee 



F\x) 



fix) 



m - /(«) 

b — a 



De plus, F(a) = F(b ) 
F'{c) = 0, c’est-a-dire, 



/(a). Le theoreme de Rolle implique alors l’existence d’un reel c € ]a, b[ tel que 



f'(c) 



/(&) - /(a) 
b — a 



Solution de l’exercice 2. 

La fonction P est evidemment continue sur [0,1] et derivable sur ] 0, 1[. De plus, P(0) = P(l) = 2. D’apres le 
theoreme des accroissements finis, il existe c £ ]0, 1 [ tel que 



P'(c) 



^( 1 ) - ^( 0 ) 

1-0 
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Solution de l’exercice 3. 

La fonction / est 27r-periodique et derivable sur R. Pour tout a G R, f(a) = f(a + 27 t) et le theoreme de Rolle 
montre l’existence d’un reel c G ]a, a + 27 t[ tel que f'(c) = 0. 

Solution de l’exercice 4. 

La Fonction F est sur [a, b] et derivable sur ]a, b[, de derivee 

F \x) = [/(a) - f{b)\g\x) - [g(a) -g(b)\f{x). 

De plus, on verifie facilement que F(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = F(b). On peut done appliquer le theoreme de 
Rolle : il existe un reel c G ]a, 6[ tel que F'(c) = 0, e’est-a-dire, tel que 

/'(c) g’{ c) 

f( a )-f(b) g(a)-g(b)' 



Solution de l’exercice 5. 

On a P'(x) = nx n ~ 1 + p et P"(x) = n(n — l)x n ~ 2 . En particulier, on voit que P" admet exactement une racine, 
a savoir x = 0. 

Comrnengons par le cas ou n est impair. Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que P admette quatre 
racines distinctes a < b < c < d. La fonction P est evidemment continue sur [a, b], derivable sur ]a, b[ et telle 
que P(a) = P(b). Le theoreme de Rolle implique alors l’existence de a\ G ]a,b[ tel que P'{ai) = 0. Le meme 
raisonnement sur les intervalles [b, c] et [c, d] montre l’existence de b\ G ]i», c[ et C\ G ]c,d[ tel que P'{bi) = 0 
et P'(ci) = 0. Done P' admet trois racines distinctes a\ <b\ < C\. Le meme raisonnement montre alors aussi 
que P" admet deux racines ai G ]ai,6i[ et 62 G ]6i,ci[. Ces racines etant necessairement distinctes, il y a 
contradiction avec le fait que P" admet pour unique racine x = 0. Il s’ensuit que P admet au plus trois racines 
reelles distinctes. 

Traitons maintenant le cas ou n est pair. Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que P admette trois 
racines distinctes a < b < c. Comme precedemment, on deduit l’existence de deux racines de P' distinctes 
(ii G ]a, b[ et b\ G ]b, c[, puis l’existence d’une racine 02 G ]&i,Ci[. Or on a vu que P" admet 0 pour unique 
racine, de sorte que 0,2 = 0 et que ai < 0 < b\. Mais puisque P'{x) = nx 71-1 + p, les racines de P' satisfont 
l’equation 

x"-i = -P, 

n 

et puisque n est impair, les racines sont toutes du signe de — p/n . On ne peut done avoir a\ < 0 < b\. Il s’ensuit 
que P admet au plus deux racines reelles distinctes. 



Solution de l’exercice 6. 

Le theoreme des accroissements finis, applique a la fonction Arctg sur l’intervalle [0, t] (oil t est quelconque dans 
R+), implique l’existence de c G ]0, t[ tel que 

1 Arctg t — Arctg 0 Arctg t 
1 + c 2 t — 0 t 

Puisque la fonction 1 1— > 1/(1 + t 2 ) est strictement decroissante sur R + , on en deduit immediatement que 

Arctg t ^ 1 

'~t > lTt 2 ’ 



puis l’inegalite demandee. 



Solution de l’exercice 7. 

La derivee de / est donnee sur R* par 



f(x) = — exp f-') . 

x 2 \x J 



Le theoreme des accroissements finis montre que, pour tout x > 0, il existe c G 
f(x + 1) — f(x), e’est-a-dire, 




}x,x+l[ tel que /'(c) = 
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On verifie facilement que la fonction t i-> t 2 exp(l/f) est strictement decroissante sur R + . On en deduit les 
inegalites 



(x+1 y 



■ exp 



1 

x + 1 



< ex P 7 < 77 ex P [ - 



puis les inegalites 



(^ exp Un) 




< exp 




Les fonctions apparaissant aux extremites tendent toutes deux vers 1 lorsque x 
gendarmes montre alors que 



lim x 2 

x — >-oo 





= 1. 



oo, et le theoreme des 



Solution de l’exercice 8. 

En appliquant les theoremes de composition, on verifie facilement que la fonction g est continue sur [a, b } et 
derivable sur ]a, b[. D’apres le theoreme des accroissements finis, il existe c £ ]a, b[ tel que 



g'(c) 



g(b) — g(a) 
b — a 



Puisque g(x) = In /(x) on obtient : 



c’est-a-dire, 



/'(c) _ In f(b)- 
/(c) b - 



m 

/(a) 



= exp 



7'(c) 

./(c) 



ln/(a) 

a 



( b~a ) 



Solution de l’exercice 9. Les primitives de P sont les fonctions polynomiales de la forme 



y". / \ O Qjfl 

Q(x) = a + a 0 x + —x 2 + [ -c 

2 n+ 1 



r.’T’+l 



avec a £ R quelconque. On remarque que Q(0) = Q(l) = a. Le theoreme de Rolle implique alors l’existence de 
c £ ]0, 1[ tel que Q'(c) = P(c) = 0. 



Solution de l’exercice 10. 

(a) Appliquons le theoreme des accroissements finis a la fonction (x i— > In a;), sur l’intervalle [ x , x + 1] : il existe 
c £ ]x, x + 1[ tel que 



1 

c 



ln(x + 1) — In x 
(x + 1) — X 



= ln(x + 1) — In x. 



L’encadrement demande provient du fait que 



1 

- £ 
c 



X + 1 ’ X 



Remarquons que cet encadrement peut aussi s’ecrire 

Vx > 0, 



x+1 



< In I 1 + - ) < - . 



x x 



(b) Montrer que / est monotone equivaut a montrer que In / est monotone. Or 



(In f)'(x) = 



f(x) 

f(x) 



= In ( 1 + — ) — 



x + 1 



(1) 
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La premiere inegalite dans (1) montre alors que (ln/) 7 (x) > 0 pour tout x > 0, done que In / est strictement 
croissante sur R*_. De meme, on verifie facilement que 



(Ins) '0*0 = 



9'{x) 

g(x) 



= ln( 1+ 



x x 



La deuxieme inegalite dans (1) montre alors que (lng+x) < 0 pour tout x > 0, done que In g est strictement 
decroissante sur 



*+* 



(c) En multipliant la double inegalite (1) par x, puis par x + 1 on obtient : 



Vx > 0, 



x + 1 



1 



< x In 1 H — < 1 < (x + 1) In 1 H — < 



1 



x + 1 



A l’aide du theoreme des gendarmes, on en deduit que 

lim (ln/)(x) = lim (lns)(x) = 1, 



puis que 



lim /(x) = lim g(x) = e. 

X — KX5 X — »00 



Solution de l’exercice 11. 

On considere la propriety 

n 

n ) fg est au moins n fois derivable et {fg) < ' n> = Y.cu {k) 9 {n ~ k) - 

k — 0 

Nous allons montrer que, si {& n ) est satisfaite pour n < N, alors (^ n+ i) est satisfaite. II s’agit d’une recurrence 
Gnie , e’est-a-dire d’une recurrence qui s’interrompt apres un nombre fini decrementations de n. 

On verifie aisement que (^o) et (^i) sont satisfaites. Supposons que (^ n ) soit satisfaite pour n < N. La 
fonction ( fg est derivable, puisque chaque fonction f( k )g( n ~ k ) est derivable, de derivee 

(/(fe)g(«-0) / = f(k+l) g(n-k) _|_ f(k) g{n+l-k) ' 

Done fg est au moins n + 1 fois derivable, et l’on a 

(. fg) (n+1) = 



On a obtenue une somme de termes de la forme g( n+1 k \ ou 

a 0 = C^ = l = C% + \ a n+1 = (% = 1 = (%£, et Vfc £ {1, ... , n}, a fc = C j? + = C% +1 

d’apres la propriety fonedamentale du triangle de Pascal. II s’ensuit que 

n+1 

(fg) in+1) = J2 c k +1 f (k) 9 in+1 ~ k) , 

k = 0 

qui est la formule de Leibniz a l’ordre n + 1. On remarque que, par commutativite du produit, on a aussi la 
formule 

n 

(. fg) (n) = (gf) {n) = J2 c kg {k) f (n ~ k) - 

k—0 



Y, c k{f ik) g {n ~ k) y 

k—0 

n n 

k—0 k—0 

n+1 n 

^ C n_j(k) g (n+l-k) + qu f(k)g(n+l-k) . 



k = 1 



k—0 
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Solution de l’exercice 12. 

Calculons, en vue d’appliquer la formule de Leibniz, les derivees successives des fonctions u e tv definies par 

u(x) = x 2 et y(:r) = lnx. 

On a u'(x) = 2x, u"(x) = 2, puis 'f k) = 0 pour tout k > 3. On a aussi, pour tout n > 1, v^ n \x) = 
(— l) ra_1 (n — l)!a; -n (on pourra montrer ceci par rcurrence). D’apres la formule de Leibniz, on a 

fix) = C?x 2 — + C\2x In x = x + 2x\nx, 
x 



fix) = Co x 2 f — ) + Co2x — + Cf2 lnx = 2 In a; + 3, 
\ x z J x 



puis, pour n > 3, 



f n \x) = - 1)! x~ n ) + C^2x((-l) n ~ 2 (n - 2)! x~ n+l ) + <7 2 2((-l)"- 3 (n - 3)! x~ n+ 2 ) 

= (-l)"- 1 ^ - 1)! x~ n+2 + 2n(— l) n_2 (n - 2)! x~ n+2 + 2^— ^(-l) n " 3 (n - 3)! x~ n+2 

= - — — ^(n — 1)! — 2 n(n — 2)! + n(n — 1 )(n — 3)!^ 

(— l) n_1 (n — 1)! / _ 2 n n \ 

x n ~ 2 \ n — In — 2 / 

(-l)”" 1 ^ - 1)! 2 

x n ~ 2 (n — l)(n — 2) 

2(— l) n_1 (n — 3)! 
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